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We introduce a new method to approximate continuous mappings on [0, co[.
We are especially interested in necessary and sufficient conditions for geometric
convergence to zero of the sequence of least deviations. These conditions depend on
the rate of growth of entire functions and on the degression of continuous mappings
f(t) for t > 0. © 1989 Academic Press, Inc.

1. EINFUHRUNG

Fiir eine positiv definite und hermitesche Matrix A fiihrt die Differen-
tialgleichung ' + Ay =0, bzw. ihre Losungsfunktion y(f)=e~*y,, yo€ C",
zu dem Problem, die Matrix e~ fiir > 0 méglichst einfach zu berechnen.
Die bekannte Methode der rationalen Approximation hat dabei den
Nachteil, dass fiir p e 71, die Matrix p(A4) invertiert werden muss, was mit
hohem Aufwand verbunden sein kann. Wir wollen deshalb ein Verfahren
vorstellen, in dem dieser Nachteil vermieden wird. Ziel ist es, fiir eine
Abbildung f: [0, o[ - R die Matrixfunktion f(A4¢) durch eine einfachere
matrixwertige Abbildung zu approximieren (zum Begriff der Matrixfunk-
tion vgl. man [1]). Dazu seien ke N und 0 <m < M so gewihlt, dass
Spectrum{A4) < [m, M ]. Man setze p = M/m > 1. Wir definieren fir n >0:

‘]l(rl) = [0’ ?]/M],
Ja(n)=[n/Mp™ 2, n/Mp™~']  fir 2<m<k
und

Jk+1(r,): [’T/Mpkilo wol.

* Zusammenfassung der wichtigsten Ergebnisse meiner Dissertation, Universitdt
Mannheim, 1987.
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UBERLAPPUNGSAPPROXIMATION 307

Setzen wir weiterhin

ILi(m)=[0,n],
Ln)=[np" % npm '] fir 2<m<k
und
L i(m)=[np* 2, o,

so zeigt man leicht, dass fiir ein reelles Polymon p und 1 <m <k +1 gilt:

sup | /(A1) — p(AD)ll, < f = Pllsyon»

teJmin)

wobei wir unter |||, die Spektralnorm und unter ||-||, die Maximumnorm
auf I verstehen.

Ist daher p eine Approximation an f auf I,.(n), so kann man p(At) als
approximierende Funktion an f(A4¢) auf J,,(n) verwenden und erhéit iiber
skalare Methoden Abschitzungen fiir die Fehlerfunktion. Bezeichnen wir
nun die Minimalabweichung von f beziiglich I7, auf I mit E,(f, I), so fiihrt
die Variation des Parameters # zu der folgenden Definition.

DermiTioN 1. Es seien f: [0, o[ > R eine Abbildung, ke N, rneN,
und p> 1.
(i) Furn>0sei d3,(f,n)=E,(f, L.(n)), falls | <m<k und

d;ﬂ l,p(.f; ny=d. 1.p(fa n)
=Eo(f, I 1(n)).

Weiterhin sei

ag)(fin)=_—max d(f,n).

lsm<k+1

(ii) Als Minimalabweichung von f auf {0, co[ beziiglich p, k£ und 17,
bezeichnen wir die GrolBe

a(f) = inf a)(fin)

Wir untersuchen in dieser Arbeit die Frage, unter welchen Bedingungen
die Folge der Minimalabweichungen geometrisch gegen 0 konvergiert. In
Abschnitt 2 wird sich zeigen, dass—im Gegensatz zur Polynomapproxima-
tion auf kompakten Intervallen—hier die geometrische Konvergenz-
geschwindigkeit die bestmogliche ist. Abschnitt 3 gibt dann zunéchst eine
hinreichende Bedingung fiir geometrische Konvergenz. Ist nidmlich f
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Restriktion einer ganzen Funktion endlicher Ordnung mit der Eigenschaft,
dass fiir # > oo f(¢) in der gleichen Ordnung exponentiell konvergiert, so ist
f geometrisch approximierbar. Umgekehrt zeigen wir, dass jede
geometrisch approximierbare Funktion Restriktion einer ganzen Funktion
von endlicher Ordnung ist, die fiir t - oo exponentiell konvergiert, wobei
wir die Gleichheit der Ordnungen nicht beweisen konnen. Schliesslich
geben wir eine Charakterisierung geometrisch approximierbarer
Abbildungen an, die nicht mit Ordnungsaussagen zusammenhéngt.

2. UNTERE SCHRANKEN DER KONVERGENZGESCHWINDIGKEIT

Wit nennen f: [0, co[ —» R zuléssig, falls f stetig ist und lim,_, ,, f(¢) im
Reellen existiert. Fiir p > 1 zeigt man dann leicht:
SATZ 1. Fiir eine Abbildung f: [0, o[ — R sind dquivalent:

(i) lim,_ . a{}(f)=0;
(ii) lim, . a{)(f)=0 fiir beliebiges ke N;
(1) f ist zuldssig.

Weiterhin erhilt man stets eine optimale Segmentierung.

SATZ 2. Fiir zulissiges f, k,neN und p>1 gibt es ein n,=0 mit

aly(fy=aly(fin,).

Beweisidee. Falls al")(f)= Eo(f, [0, co[) setze man #,, =0. Sonst wihle
man ein ¢ >0 mit

af)(f)+ e <Eo(f, [0, o).
Durch Widerspruchsbeweis kann man zeigen, dass die Menge

M,={n=0;al)(f,n)<al)(f)+c}

beschriinkt ist, woraus leicht die Behauptung folgt.

Wir geben nun die natiirliche Definition.

DeriNiTiON 2. Es seien f zuldssig, p>1 und keN. Wir setzen
M (f)=(af(f)"" und nennen f k-fach geometrisch approximierbar
(beziiglich p), wenn gilt

lim sup o) (f) < 1.

n— o0



309

UBERLAPPUNGSAPPROXIMATION

Aus technischen Griinden wird es notwendig sein, das Verhalten einer
ganzen Funktion auf bestimmten Ellipsen zu betrachten, die fiir Spezialfalle

schon in [3] definiert wurden
Es seien s>1 und b>a. Wir definieren eine Ellipse

DEFINITION 3.
(a, b, s) durch

x+iyeé(a,b,s), falis
(2x—b—a)’ N (2y)?
(1/2(b—a)(s+1/5))>  (1/2(b—a)(s—1/s))

Ist zusitzlich f eine ganze Funktion, so setzen wir
M (r, s)= max z)|.
olr, 5) JJmax [ f(2)]

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit setzen wir fiir zulédssiges f
0 voraus und definieren eine Maximumfunktion
Setzen wir nun fir p>1 M(p)

stets lim,_,  f(¢)
durch mg(r)=max,, |f(?)l

(Vp+ 1)/(/p—1)>1, so gilt:
Es sei f nicht-konstant und zuldssig sowie k € N. Dann ist

(1/M(p))- (1/M(p + 1))~ ' >0.

Satz 3.
11m 1nfoz‘"’(f) >

Der Beweis erfolgt durch vollstindige Induktion nach k. Sei
(X)

Bewels.
also zunédchst kK = 1. Wir nehmen an, dass
11m 1nf<z"”(f)< 1/M(p).

2L 1).

Man wihle eine Folge (n,) mit

ay)(f) =

Da f nicht-konstant ist, ist bei hinreichend groBem » #,>0. Wegen (X)
) von (n) und ein w > M(p) mit

gibt es eine Teilfolge (
al™\(fin,,)<w " fiir alle me N.
Sei nun fiir ein festes m n=n,, und p, die beste Approximation an f auf

f0, ,,] beziiglich I7,. Dann ist fir re [0, n,]
Lf(t) = pa() Sai)(fim) <w ™"
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Weiterhin gilt fiir 12 #,/p: | f(¢)] <2w~". Fiir ,/p < t<py, erhalten wir

| 2D < | pa(1) = FOI + 1S <3w ™"

Setzt man fiirr re[—1, 1]
u,(t) = pu(n,/2((1 =1/p)t + 1+ 1/p)),

so ist u,eIl, und |u,(t)| <3w~" fiir te [—1, 1]. Wir wéhlen ein s> 1 mit
M(p)<s<w. Nach [2, S.85] ist dann fiir ze £(—1, 1, 5) |u,(z)| <3(s/w)",
bzw.: | p.(n./2((1 —=1/p)z+ 1+ 1/p))| < 3(s/w)". Durch Nachrechnen sieht
man, dass genau dann ze &(—1, 1, s) gilt, wenn

n./200=1/p)z+ 1+ 1/p)e &EMm,/p, 1., $),

woraus folgt, dass | p,(z)] <3(s/w)" fir ze &(n,/p, n,,, 5). Wegen s> M(p)
ist 1/2(s+1/s)> (p+1)/(p — 1) und damit 0 E(y,/p, n,,, 5).
Wegen s+ 1/s> 2 ist aber n,e&(n,/p, 1, s) und es folgt

[0, n, 1= EMm/p, 1., 5).

Also gilt | p,(¢)| <3(s/w)" fiir alle te [0, n,]. Ersetzt man wieder » durch
n,,, so findet man fiir meN und 0<r <y, :

SN < 1f(D) = pu (O] + |, ()]
w4 3(s/w)™ < 4(s/w)",
Wir unterscheiden nun zwei Fille.

Fall 1. lim,, , ., 7, =o. Dann sei t>0. Nach Voraussetzung gibt es
ein mye N mit , >t fiir alle m > m,. Folglich gilt: | f(r)| <4(s/w)", falls
nur m>=m,, das heisst f=0, im Widerspruch zur Nicht-Konstantheit
von f.

Fall 1. n=Iliminf, 1, <oco. Dannist f|;,,, . =0 und in Analogie
zu Fall I zeigt man, dass f|;, ,,7 =0 gilt, woraus ein Widerspruch folgt.

Damit ist der Fall £ =1 gezeigt; die Behauptung gelte nun fiir ein festes
k. Wir nehmen an, dass

lim inf "), ,(f) < (1/M(p)) - (1/M(p + 1))".

Man wihle 7,20 mit af), (f)=a{),.(f,n,). Es gibt dann ein
w>M(p)- M(p + 1)* und eine Teilfolge (5, ) von (n,,) mit

al™ (fil,, ) <w™ ™
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und damit
d(fim, )<w™ ™ fir 1<j<k+1,
sowie

m,/~('1nmpk71)< 2w fiir alle me N.

Wir setzen 1 <s= M(p+ 1) <w und sehen wie im Falle k=1, dass fiir die
beste Approximation p, €I, an f auf

(M, 0" 21,07 gilt | p, (2)] <3(s/w)™,

falls ze &(n,, p* ', 14, p%, 5).
Man rechnet nun leicht nach, dass sowohl

Mg "2 €EM,, 051 1,05 5)
als auch
NP € E(Mn 0~ 1, P50 5)
gilt, und deshalb auch

(M,,0" 21,051 &, 0" 1, P, 5)

Es folgt m/n, p*~?)<4(s/w)™ und damit

am(fin,,,) <4(s/wy™  fir alle meN,
also schliesslich

lim inf a{")(f) < s/w < (1/M(p)) - (1/M(p + 1))~ ",

im Widerspruch zur Induktionsannahme, womit die Behauptung gezeigt
ist.

Fiir beliebiges ¢ > M(p) M(p +1)*~! erhalten wir also bei hinreichend
grossem n:a{’)(f)>q~" das heisst dic Konvergenzgeschwindigkeit ist
bestenfalls geometrisch. Insbesondere ist es deshalb bei nicht-konstanten

Funktionen gerechtfertigt,

lim sup a{)(f) = /g, ,(f)

n— oG

zu setzen, wobei stets 1 < g, ,(f) < oo gilt.
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3. BEDINGUNGEN FUR GEOMETRISCHE APPROXIMIERBARKEIT

Ganze Funktionen, deren Restriktion auf {0, co[ zuldssig ist, nennen wir
“zuldssig-ganz” und bezeichnen auch f, ,,; mit f. Setzen wir weiterhin
M /(r)=max,, o, | f(z)|, so gilt das folgende hinreichende Kriterium:

SAatz 4. Es sei f eine zulissig-ganze Funktion mit den Eigenschaften:
(1) Es existieren f,y, ¢ >0 mit
M/r)<ye’  firalle r>0.
(ii) Es existieren f’,y" >0 mit
mir)<y'e P fiiralle r>0.
Dann ist f fiir beliebiges k € N geometrisch approximierbar.

Beweis. Fiir beliebiges n > 0 gilt

dy (finy<m(n/p)<y'e P07
Weiterhin ist fiir s> 1 nach [2, S.84] :

d(f,m) = E.(f((n/2)(1 +1)))
<2s—1)"'s"Ms(n, s)

< 2y(s _ 1)71 § /2t + )

Wihlt man ein 6 € 0, 2[ mit

1+8/2) —pp=rd°
5/26“ +9/2)7 _ o= F'p ,

so folgt mit 5, =0n"" und s=2/6>1, dass a{")(f,n,) <ce #* """ gilt,
wobei wir ¢ =max(2yd/(2— ), ') setzen.
Insgesamt folgt:

lim sup o) (f) <limsup a{")(f)<e P* 7 < 1.
n— oo n-— o0

Bedingung (i) in Satz 4 besagt, dass fiir die Ordnung von f gilt:

log log M
ord(f)=lim supw

<
o oo logr

Um die Notwendigkeit dieser Bedingung fiir geometrische Konvergenz zu
zeigen, formulieren wir zunédchst:
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LEMMA 1. Es sei [ eine nicht-konstante, zulissig-ganze und k-fach
geometrisch approximierbare Funktion. Weiter sei 1<s<gq, ,(f). Dann
existiert ein ¢ >0 mit

M(rp*~ %, s)-mr)<c  firalle r>0.

Beweisidee. Sei 1<s<g<gq,,(f) Fir n>n, ist dann a{')(f)<q "
Setzt man fir n > n,

M,={n=0;d")(fin)<q "und d;,, (f,n)<q "},

so ist M, nicht leer und mit n,=inf M, ist die Folge (5,) monoton
wachsend. Weiterhin ist lim,_ . n,=o00. Unter Verwendung klassischer
Bernsteinscher Methoden, wie man sie etwa in [2, S. 85-S. 86] findet, kann
man zeigen, dass fiir passendes ¢, >0 gilt

M1, $) < c,s"
Man wihle nun fiir hinreichend grosses r >0 ein ne N mit
Moo X 2<r<n, p* 2
Die Kombination der Ungleichungen
M(rp* =%, 5) S My(n,, s) < c,s”
sowie
mf(")Smf(ﬂn-lPkiz)sz/qn_1
fiihrt dann mit passendem c = 2sc, zu der Behauptung.

Nun konnen wir zeigen:

SATZ 5. Eine k-fach geometrisch approximierbare Funktion ist konstant
oder zu einer ganzen Funktion von endlicher Ordnung erweiterbar.

Beweis. Sei f nicht-konstant. Wir konstruieren ein o> 1, so dass fiir
passende Konstanten c, , > 0 gilt:

m(r) = cymrfa)®
Zunichst setzen wir

o {M«/Z ), falls g, ,(f) > M(\/p),
" | beliebig aus 11, qr (f)[, sonst

und wihlen 1 <s<g<gq, ,(f)

640/57/3-6
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Fiir grosses » ist dann die Menge

M,={n>0; max dO (fin<q"}

lsm<k+1

nicht leer und mit #,=inf M, e M, gibt es ein j>2 mit d{)(f,n,)=q"
Im Falle j=k+1 ist

mAn,/p)=min,p* Y 2dey (fin)=q "

Andernfalls folgt

mAn,/p) = dy, ([, 1) = Eo(f; (1.0 "> 1,p77'])
=d)Nfin)=q "
also in jedem Fall

myn,/p)=q " zmin,p* ).

Infolge der Stetigkeit von m, erhalten wir ein p,e[p ', p* %] mit

mf(rlnpn)=q .
Mit u(s)=(1/2)(1 + (1/2)(s + 1/s)) > 1 setzen wir nun

. falls g, ,(f)> M(\/p),
{mm(f  (1(5) = /p(u(s) — 1)) "), sonst.
Dann ist « > 1. Wahlen wir je {—1, .., k—3} so, dass
pr<p,<p’t,
so unterscheiden wir zwei Fille.

Fall 1. p’<p,<p’*'2 Sei p, beste Approximation an f auf
[n,0° "', n,p’*'] beziiglich IT,. Dann ist

n n

I|pn_f||[v1,,pf‘l,n,,pj+']Sq‘ und mf(r’npn)=q7 5

also
I 22l crpm. o+ 11 < 2/0"
Transformation ergibt
| Pa(na/20(p7+ =0t +p7  + p ) <2/g"  fiir re[-1,1]
Mit [2, S. 85] ergibt sich deshalb

|p.(2)| <2(s/q)"  firalle ze&(n,p.. n.p""",s).
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Der Schnitt dieser Ellipse mit der reellen Achse ergibt fiir
Fa =10, 1(s) — o/ u(s) — D)) <n,p,,
dass

|l?n(f)|<2(S/q)" fir rn<t\<~’7n/’j+l-

Ist nun r, <#n,p’ "' (was fiir q>M(\/;—>) wegen r, <0 stets der Fall ist),
erhilt man

Dol it g 17 < 2(s/)"
und deshalb

NN i1 mapi+ 17 < 3(8/9)",
woraus wegen mn,p,) =g " folgt, dass

m (1,07 ~") < 3(s/q)" gilt.
Wir notieren zusétzlich die Abschitzung

Napalfap’ ' 2p>Jp2a> 1.

Ist aber r,>n,p’”'>0, so ist insbesondere ¢ < M(\/;) und es gilt:
m(r,) <3(s/q)"

Weiterhin ist hier

HuPulTn = (1(s) = /p(u(s) = 1)) "' > a> 1.

Fall 11 Ap" *12<p,<p/*'. Nun sei p, beste Approximation an f auf
[n.p0% n,p’ "] beziiglich I7,. Dann ist

122 =N enpimorsn<q™"  and  mgn,p,)=q "
Geht man analog zum Fall I vor, so erhilt man fiir
T =1a{pap(s)— p’ *uls) = 1)) < n,p,
die Abschitzung
(DI <2(s/q)",  falls r,<t<n,p/*%
Falls r, <n,p’ (was wieder fiir 4> M(\/;) stets zutrifft), folgt

A1 o mepd +21 S 3(s/q)"
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und somit m(n,p’) < 3(s/q)", wobei zusitzlich gilt
(M) (M07) =/ p > a> 1.
Hingegen ergibt sich fiir r, >, p/, dass g < M(\/;) und
my(r,) < 3(s/q)".
Dabei ist
NaPultn > (U(s) = p(u(s) = 1)) "' Za> L.

Wir erhalten demnach in jedem Fall eine Folge (r),) mit den Eigenschaften:
NaPn/rn=a>1 und m(r,)<3(s/q)" fir hinreichend grosses n. Wihlt man
weiterhin ein beliebiges 1 < ¢, < g/s und setzt y,=n#,p,, so folgt:

m(y,/o) =my(n,p./0) Smy(r,) <3(s/q)" < q, ",
falls n gross genug ist. Also existiert ein n, ¢ N mit
g "=my,)<mly,/a)<q;"  fir n<n,.

Wegen my(y,)>mH(y,,,) und der Monotopie von my ist (V,)n5 ., strer_lg
monoton wachsend. Wir nehmen an, (y,) sei beschriankt. Dann gibt es ein
y>0 mit y=1lim, _,  y,. Es folgt

0<m(y/a)= lim m/(y,/a)< lim ¢, "=0.

Andererseits existiert ein n,, so dass fiir n > n, gilt

Ve <y, <y,
und deshalb auch

O=myy/a)=2mdy,)=q ">0,

woraus ein Widerspruch foigt.

Wir erhalten infolge der Monotonie von (y,), dass lim, _, , y,= oo, und
mit #,p* 2>y, gilt lim, , _#5,= .

Die Fortsetzbarkeit von f zur ganzen Funktion ldsst sich nun leicht
zeigen. Dazu sei me N hinreichend gross. Wegen 5, — oo gibt es ein #/, so
dass fiir alle n>#’ gilt: n,>1,, und damit auch

E.(f, [0,n,)<E(f, [0,n,1)<qg™"
Nach [2, S.85] lisst sich deshalb f holomorph auf das Innere von
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&0, n,,, q) fortsetzen. Da m beliecbig war und wegen n,— o0 gilt:
C=Umen €0, n,,, q), ist f zu einer ganzen Funktion erweiterbar.

Die behauptete Ungleichung iiber m/(r) und m(r/x) beweisen wir mit
Hilfe der Folge (y,). Seien dazu r,> 0 hinreichend gross, r=r, und neN
so gewdhlt, dass y, <r<vy,, . Dann ist 0 <m/{(y,/x) < g ", also

n<log((my(y,/a))~")/log q,.
Folglich ist

mAryzmdy,, )

>q” lq —log((mp(ya/2))~")/logq1

> q - lmf(r/a)log q/logq|'

Definieren wir h(r)=1/my(r) und p=Ilogg/logq,>1, so ergibt sich
h(r)< gh?(r/a), falls r=r,. Induktiv zeigt man, dass fir meN und
r=om g gilt

h(ry<q'* 7" (rfam)
und deshalb mit f=¢4"""">1:
h(ry < (Bh(r/a™))7".

Sei nun r>ry und m,=max(neN;r>a""'ry). Dann ist a™ > r/ro> o™ !
und daher

log log A(r) <log(p™ log(Bh(r/a™)))
<m, log p +log log(Bh(r,)),
da h monoton steigt. Ausserdem gilt
logr=(m,—1)loga+logr,.

Damit erhilt man

log log #(r) _ _log p +log(log(Bh((ro)))/m,
logr “loga-(m,—1)/m,+ (log ry)/m,’

also

lim sup log log 1/m(r)

m su log 7 < log p/log o < o0,

da mit » - oo auch m, —» oo geht.
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Aus Lemma 1 folgt nun
ord(f) <log p/log « <
und der Satz ist bewiesen.
Aus dem Beweis von Satz 5 ergibt sich die nachstehende Abschitzung.

KOROLLAR 1. Fir k-fach geometrisch approximierbares f gibt es «, p > 1
und 0 <c <1 mit

mpr)zcmdr/a)”  fiir alle r>0.

Korollar 1 erlaubt es, die Anzahl der Segmentierungen und den
Parameter p>1 beliebig zu variieren, ohne die geometrische Kon-
vergenzgeschwindigkeit zu verlieren. Man kann daher generell von
“geometrischer Approximierbarkeit” sprechen.

SATZ 6. Es seien k, k'eN und p, p'> 1. Weiter sei f eine beziiglich
p k-fach geometrisch approximierbare Funktion. Dann ist [ beziglich
p'k’-fach geometrisch approximierbar.

Beweis. Es geniigt, den Fall &'=1 zu betrachten. Sei dazu
1<g<gq,,(f)und gelte fir n>n,:

agy(fin)<q "
Man wihle a, p, ¢ nach Korollar 1. Dann gibt es ein me N mit
pE 3 am < 1/p'.

Analog zum Beweis von Satz 5 zeigt man fiir hinreichend grosses r und
passendes > 0:

m(r/a™) < Pmg(r)"*".
Setzt man fiir grosses n r=1,p* 2, so ergibt sich
al’y(fin,) < B'lqf,
mit ¢, = ¢"?" > 1 und passendem ' > 0.
Die Notwendigkeit von Begingung (ii) aus Satz 4 liefert
SATZ 7. Fiir geometrisch approximierbares f gibt es y' >0 und ¢’ >0, so0
dass fur alle r 20 gilt

’o

mr)<ye
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Beweis. Wir zeigen, dass fir passendes ¢>0, a;>1 und p,>1 gilt:
mgr)<c,-mg(r/a;)?'. Seien dazu 1 <g<gq; ,(f) und

n,=inf(n 20;a{)(fin)<q ")

Dann ist m.(n,/p) = q~ "> 1/2m(n,/p). Wihlt man p'>p und g, > 1 mit
1 <M(p')<gq,<gq, so gilt nach Satz 3

lim inf a{).(f) > M(p') ™' > g1’ > ¢~

Fur hinreichend grosses » folgt:
dz,p'(f, nn) > dZ,p(f; nn) = q~n '>/ d(lr,lf))’(f; 7’")
und damit auch

me(n,/p) = dy ,(fin)=al)(fin,) =q0"

Mit y,=7#,/p und o, = p'/p ergibt sich daher
mdy,)<2/q" und  mgy,fou)=q7"

In Analogie zum Beweis von Satz 5 folgt mit p, = log g/log ¢, > 1, dass

m(ry < 2qm{r/a,)"".

Wieder analog zu Satz S folgt

.. loglog(1/m(r))
1 f——— >

im in Tog r log p,/log a; >0,
und damit gibt es ein ¢’ >0 mit 1/m/(r) > " fiir hinreichend grosses r 0.
Mit passendem 7’ >0 folgt die Behauptung.

BEMERKUNG. Mit Hilfe von Satz 3 kann man fiir ¢ > ord(f) und pas-
sendes y > 0 zeigen, dass m{(r) > ye ™" gilt. Hieraus folgt fiir ¢’ aus Satz 7:
0 < ¢’ <ord(f), also insbesondere ord(f) > 0.

Verzichtet man nun darauf, geometrische Konvergenz mit Hilfe von
Ordnungsaussagen charakterisieren zu wollen, so erhdlt man aus Satz 6
eine einfache dquivalente Bedingung.

SATZ 8. Fiir eine zulissige Abbildung f sind aquivalent
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TABELLE 1

fx)=e*;p=2
n Nu a{’y(f) aly(f)al's ()
1 2.58500 0.13729 2.15222
2 4.11808 0.06379 2.09353
3 5.59547 0.03047 2.05878
4 7.04012 0.01480 2.03857
5 8.46342 0.00726 2.02228
6 9.87179 0.00359 2.00559
7 11.26952 0.00179 201124
8 12.65902 0.00089

(i) f ist geometrisch approximierbar.

(ii) [ ist Restriktion einer ganzen Funktion und es gibt ein s> 1, so
dass MAr, s)-m(r) fir r > oo beschrinkt ist.

Beweis. Sei f nicht-konstant.

(i)= (ii). Nach Satz6 und Lemmal gibt es s>1 und ¢>0 mit
M(r, s)< M/(rp, s) < c/m/(r) fiir alle r >0.
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F1G. 1. Fehlerkurven fiir n=8.
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(ii)=>(i). Sei 1 <g <s. Da f nicht konstant ist, gibt es fir grosses n ein
1,>0 mit my(n,)=¢~". Nach [2, S. 84] gilt:

E(f,[0,1,1)<2(s— 1) s "M/(n,, s)
<2(s—1)"'s "myn,)
2c(s—1)"'(q/s)".

Folglich ist ¢, ,(f)>min(qg, s/g)>1 und mit dhnlichen Methoden wie in
Lemma 1 kann man die Existenz eines p > 1 zeigen, so dass ¢, ,(f)> 1 gilt.
Aus Satz 6 folgt dann die Behauptung.

i

Zur Ilustration geben wir fiir f(x)=e ™~ einige Minimalabweichungen
sowie die Quotienten

aiy(f)al’s (f)

an, die als Niaherung fiir ¢, ,(f) betrachtet werden koénnen (Tabelle I,
Abbildung 1).
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